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CONSIDERATII ASUPRA PERTURBARII
VECTORILOR b SI ¢ DIN PROBLEMA DE
PROGRAMARE LINIARA

Paul Vasiliu

Abstract

Subiectul acestei lucrari se incadreaza in domeniul analizei sensi-
bilitatii in programarea liniara. In lucrare se determini margini ale val-
orilor termenilor liberi si ale coeficientilor functiei obiectiv din problema
de programare liniara in conditiile de existenta a programelor optime,
folosindu-se metoda punctului interior. Lucrarea este o generalizare a
rezultatelor din [2].

1. Introducere

Problema studiului optimalitatii unei baze B a problemei de programare
liniard in raport cu modificarea vectorilor b si ¢ este rezolvata de metode
simplex, care insa furnizeaza o singura margine pentru componentele vectorilor
bsi c. In [2], autorii aplici metoda punctului interior problemei standard de
programare liniara si dualei ei, obtinand doud margini pentru componentele
vectorilor b si c. In lucrarea de fatd obtinem astfel de margini pentru problema
canonica (toate restrictiile concordante si toate variabilele nenegative) si duala
ei, adica, pentru cuplul dual simetric, folosind metoda punctului interior.

Fie ¢ € R™, b € R™ vectori constanti, A € R™*" o matrice cu elemente
constante, cu rangA = min(m,n), = € R™ vector variabil gi cuplul dual

simetric:

max(c!'z)

Az <b (1)
z >0,

cu forma standard
max(c’x)
Az +y=1> (2)

z>0,y>0,
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si
min (b7 u)
ATy > ¢ (3)
u >0,

cu forma standard
min (b7 u)
ATy+v=c (4)
u>0,v2>0,

cuye R, ue R™sive R".

Notam problema (2) cu PP(b, ¢), iar problema (4) cu PD(b, ¢). Presupunem
ca problema PP(b,c) are programe optime. Fie (Z,y) un program optim al
problemei PP(b, ¢) si (@, ) un program optim al problemei PD(b, ¢). Vom pre-
supune cd programele optime (Z, 3)si (@, v) verifica conditiile de admisibilitate
primala si duald cu inegalitati stricte.

PP(B,c) si PD(b,c).

Fie

T = (xlv ...,l‘n), Zj = (yla "'7ym)7 u= (ﬂlaﬂm)v v = (Ulv "'7vn)a

X =diag (%1, ...,%n), Y = diag (§1, ..., Jm), U = diag (U1, Um) ,

V = diag (01, ...,0n), € € R™ vectorul unitar din R™ i (Z(u), 5(p), @), v(w)),
i > 0 un gir de programe optim strict admisibile. Evident, fiecare termen din
acest gir satisface, pentru orice p > 0, sistemul neliniar de ecuatii:

Ar+y=1>

ATy —v=c

XVewpe DYV > 0. (5)
YUe = pe.

O iteratie in metoda punctului interior este e fapt un pas al metodei
lui Newton aplicata sistemului (5). Daca (z,y,u,v) este solutia la iteratia
curentd a sistemului (5), atunci la urmatoarea iteratie se determind punctul
(Az, Ay, Au,Av) € R" x R™ x R™ x R™ din sistemul de ecuatjii:

Alx+Ar)+ (y+Ay) =b

AT (u+ Au) — (v + Av) = ¢ 6
(X + L,Az)(V + I,Av)e = pe (6)
Y + Lo,Ay)(U + I Au)e = pe,
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sistem echivalent cu sistemul:

AAz+Ay=b—Ax—y

ATAu—Av=c— ATu+v 7
XAv+VAzx =pe— XVe (7)
YAu+ UAy = pe — YUe.

Fie r, = b — Az — y reziduul primal, 7y = ¢ — ATu + v reziduul dual,
Tzo = pe — X Ve reziduul prim-dual si 7y, = pe — YUe reziduul dual-primal.
Sistemul (7) se rescrie sub forma:

AAz + Ay =1
ATAu — Av =1y ()
XAv+ VAT =14y

YAu+UAy = ryy.

Propozitia 1. Sistemul (8) are solulie unicd datd de:

Au= (I, + (AV I X AU~y HAav—tx A7)~ (9)
(AV X7y — rp + AV e+ U_lryu)
Av=ATAu—ry (10)
Axr =V (ry, — XAv) (11)
Ay = U ry, — YAu). (12)

Demonstratie. Deoarece rangA = min(m,n) sistemul (8) are solutie
unica. Din ecuatiile ATAu — Av = r; amplificate la stinga cu AV !X,
rezulta ecuatiile:

AVTIXATAu— AVTIX Av = AV X7y (13)

Deoarece rangA = min(m,n), rezulta ci matricea AV ' X AT este sime-
tricd si pozitiv definitd, deci nesingulard. Din ecuatiile (13), rezulta c&:

Au= (AV I XAT) LAV Xry + AV X Av). (14)

Ecuatiile VAz + XAv = r,,, amplificate la stanga cu AV !, conduc la
ecuatiile AAz + AV 1 XAv = AV ~lr,,. Cum AAz =r, — Ay, rezulti ci:

AVTIXAv = Ay + AV 1y, — 1y (15)
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Amplificand la stanga ecuatiile Y Au + UAy = 1y, cu U™!, obtinem:
Ay =U""r,, —U 'Y Au. (16)
Inlocuind (16) in (15) se obtine
AVTIXAv=U""ry, —U 'Y Au+ AV tryy, — 1) (17)

Inlocuind (17) in (14) se obtine (9). Relatiile (10)-(12) rezultd direct din
sistemul (8), propozitia fiind demonstrata.

2. Perturbarea vectorului b

Propozitia 2. Fie problemele PP(b,c), PD(b,c) si (z,y,u,v), un pro-
gram optim strict admisibil al lor. Daca vectorul b se inlocuieste cu vectorul
b = b+ Ab, unde Ab € R™, fie (a',y',u',v") un program optim strict admisibil
al problemelor PP(b,c), PD(b,c) cu proprietitile X'V' = XV i Y'U' = YU.
Programul (x,y,u,v) este un program optim strict admisibil al problemelor
PPV, c), PD(V,c) dacd si numai dacd are loc inegalitatea:

”A“k°:|uf1ATUm+4AV'LXAT)iUnqmAVLXAmwk; (18)
Demonstratie. Evident, in acest caz,
rp=b —Ax —y=0b+ Ab— Az — y = Ab,
rg=c—ATu+v=0, rp, = pe — XVe =0, Ty = e —YUe = 0.
Sistemul (8) devine:
AAz + Ay = Ab
ATAu— Av =0 (19)

XAv+VAz=0
YAu+UAy =0

Din a treia ecuatie din sistemul (19), scrisi pe componente, rezulta ci:

A:L’i Avi
+ —

Li Vg

=0,i=1,...,n. (20)

Din conditia de admisibilitate, rezulta ca: x; + Ax; >0 i v; + Av; > 0,

Az, . Av;
1 =1,...,n. De aici se obtine ca 1+ r >0si1+ Y > 0, de unde
T Vi
Awv;
Yis 4 i=1,...n. (21)

Vg
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Av; Az
Din (20), rezulta ca Vi _ D > —1, de unde se obtine inegalitatea:
Vi T
Avs
Vi1, i=1,..n. (22)
Vi
. . . Av; . .y
Din (21) si (22) se obtine <1, i=1,...,n, adica:
v;
[[V'tAae|| <1 (23)

Analog, se obtine ca HU‘lAuHOO < 1. Din Propozitia 1 si sistemul (19),
rezulta:

Au= (I, + (AV T XAT)U1Y) 7 AV X AT) T (—Ab), (24)

Av = AT Aw. (25)
Inlocuind (24) in (25) si folosind (23) rezulti (18).

3. Perturbarea vectorului c

Propozitia 3. Fie problemele PP(b,c), PD(b,c) si (x,y,u,v), un pro-
gram optim strict admisibil al lor. Daca vectorul b se inlocuieste cu vec-
torul ¢ = ¢+ Ace, Ac € R", fie («',y',u',v") un program optim strict ad-
misibil al problemelor PP(b,c'), PD(b,c') cu proprietdtile X'V' = XV si
Y'U' = YU. Programul (x,y,u,v) este un program optim strict admisibil al
problemelor PP(V,c), PD(V,c) dacd $i numai dacd are loc inegalitatea:

1
T (T, + (AVIXAT) 10 1Y) L(AV X AT) 1AV 1X[|_"
(26)

1Al

Demonstratie. In acest caz, Tp = Ty = Ty = 051 7 = Ac. Sistemul (8)
devine:

AAz + Ay = Ab
AT Ay — Av = Ac
XAv+VAz=0
YAu+ UAy = 0.

(27)

Din Propozitia 1 si sistemul (27), rezulta:

Au= (L + (AV' XA 'UY) 7 AV XAT) AV X Ae. (28)
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Amplificand in (28) la stanga cu U ! si folosind inegalitatea HU’lAu‘ |Oo <
1 din Propozitia 2, se obtine (26).
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