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Groupe de Galois de certains corps de classes

Abdelmalek Azizi, Mohammed Talbi

Abstract

Let K = k(
√

−nε0
√
l) where ε0 is the fundamental unit of k = Q(

√
l)

with l a prime number congruent to 5 or 2 modulo 8, n is an integer
prime to l, square free such that C2,K, the 2-class group of K, is isomor-
phic to Z/2Z × Z/2Z and the genus field K(∗) of K coincides with the

first Hilbert 2-class field K(1)
2 of K and let G2 be the Galois group of

K(2)
2 /K where K(2)

2 is the second Hilbert 2-class field of K.
In this paper, we are interested in the problem of capitulation of the
classes of C2,K in the quadratic sub-fields of K(1)

2 /K and to determine
the structure of G2.

Soient K = k(
√

−nε0
√
l) o ε0 est l’unit fondamentale de k = Q(

√
l)

avec l un nombre premier congru 5 ou 2 modulo 8, n est un entier naturel
premier l, sans facteur carr tels que C2,K, le 2-groupe de classes de K,
est isomorphe Z/2Z×Z/2Z et le corps de genres K(∗) de K concide avec

le premier 2-corps de classes de Hilbert K(1)
2 de K et soit G2 le groupe

de Galois de K(2)
2 /K o K(2)

2 est le deuxime 2-corps de classes de Hilbert
de K.
Dans ce papier, on s’intresse au problme de capitulation des classes
de C2,K dans les sous-corps quadratiques de K(1)

2 /K et dterminer la
structure de G2.

1 Notations

Dans tout ce travail on note par:

l : un nombre premier congru 5 ou 2 modulo 8;
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k : le corps quadratique Q(
√
l);

ε0 : l’unité fondamentale de k;

K : le corps quartique cyclique k(
√
−nε0

√
l);

n : un entier naturel premier à l, libre de carr et tel que C2,K est de type

(2, 2) et K(∗) = K(1)
2 ;

G2 : le groupe de Galois de K(2)
2 /K;

p, p′ : des nombres premiers congruent à 1 modulo 4;
q, q′ : des nombres premiers congruent à −1 modulo 4;(

α,β
P

)
: le symbole du reste normique;(

a
b

)
: le symbole de Legendre;(

a
b

)
4

: le symbole biquadratique rationnel, dfini si
(
a
b

)
= 1.

Pour un corps de nombres F, on note par:

OF : l’anneau des entiers de F;
EF : le groupe des units de F;
[a] : la classe d’un idal a de F;
CF : le groupe de classes de F;
C2,F : le 2-groupe de classes de F;
h2(F) : le 2-nombre de classes de F;
F(∗) : le corps du genres de F;
F(1)
2 : le premier 2-corps de classes de Hilbert de F;

F(2)
2 : le deuxième 2-corps de classes de Hilbert de F;

h2(m) : le 2-nombre de classes de Q(
√
m);

q(F/M) : l’indice des unités d’une extension biquadratique normale
F/M de groupe de Galois de type (2, 2);

QF : = q(F/M) avec M = Q.

2 Introduction

Soit F/L une extension finie de corps de nombres. On dit depuis Hilbert
qu’un idal de l’anneau des entiers du corps L capitule dans F, lorsqu’il devient
principal par extension des scalaires l’anneau des entiers de F. Le problme de
la capitulation consiste donc prcisment dcrire la partie du groupe de classes
d’idaux de L forme de toutes les classes qui capitulent dans F, lorsque F est
une extension ablienne non ramifie de L.
Dans le prsent papier, on va tendre les rsultats de [6] des nouvelles familles

de corps. Ainsi, soit K = k(
√
−nε0

√
l), donc on va tudier la capitulation des

2-classes d’idéaux de K dans les sous-extensions quadratiques de K(1)
2 /K et
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nous dterminons la structure du groupe G2.

Proposition 2.1 ([16]). Soient G un 2-groupe fini d’ordre 2m et G′ son sous-
groupe driv. Alors G/G′ est de type (2, 2) si et seulement si G est isomorphe
l’un des 2-groupes suivants:

Qm = < σ, τ > o σ2m−2

= τ2 = a, a2 = 1, τ−1στ = σ−1,

Dm = < σ, τ > o σ2m−1

= τ2 = 1, τ−1στ = σ−1,

Sm = < σ, τ > o σ2m−1

= τ2 = 1, τ−1στ = σ2m−2−1,
(2, 2) = < σ, τ > o σ2 = τ2 = 1, τ−1στ = σ,

o Qm le groupe des quaternions, Dm le groupe didral, Sm le groupe semi-didral,
d’ordre 2m et (2, 2) est un groupe ablien isomorphe Z/2Z× Z/2Z.

Supposons que G est un 2-groupe fini d’ordre 2m et tel que G/G′ est
de type (2, 2), alors G est isomorphe Qm, Dm, Sm ou (2, 2) dfinis dans
la proposition 2.1, et soient {σ, τ} un systme gnrateur de G satisfaisant au
relations cits dans la proposition 2.1. Par un simple calcul on peut voir que le
sous-groupe driv G′ = [G,G] =< σ2 > et que G a trois sous-groupes d’indice
2 savoir H1 =< σ >, H2 =< σ2, τ > et H3 =< σ2, στ >. De plus si G est
de type (2, 2), alors les sous-groupes Hi sont cycliques d’ordre 2, si G ≃ Q3,
alors les sous-groupes Hi sont cycliques d’ordre 4 et si G ≃ Qm avec m > 3
ou Dm ou Sm, alors H1 est cyclique et H2/H

′
2 et H3/H

′
3 sont de type (2, 2)

o H ′
2 (resp. H ′

3) est le sous-groupe driv de H2 (resp. H3).
Dans toute la suite de cette section on dsigne par M un corps de nombres,

G le groupe de Galois de M(2)
2 /M et G′ son sous-groupe driv. Alors G′ ≃

Gal(M(2)
2 /M(1)

2 ) et G/G′ ≃ Gal(M(1)
2 /M), et on sait par la thorie des corps de

classes que Gal(M(1)
2 /M) ≃ C2,M, ainsi G/G′ ≃ C2,M.

Dfinition 2.2 (Conditions de Taussky). Soient F une extension cyclique non
ramifie de M et j : l’application de CM dans CF qui fait correspondre la classe
d’un idal a de M, la classe de l’idal engendr par a dans F. Alors l’extension
F/M est dite:

• de type (A) si et seulement si | ker j ∩NF/M(CF)| >1,

• de type (B) si et seulement si | ker j ∩NF/M(CF)| = 1.

Supposons maintenant que C2,M ≃ Z/2Z × Z/2Z, alors G/G′ ≃ Z/2Z ×
Z/2Z, ainsi G′ est cyclique, ce qui donne que la tour des 2-corps de classes de

Hilbert de M s’arrte en M(2)
2 .

En plus on sait que si G est d’ordre 2m et G/G′ ≃ Z/2Z× Z/2Z, alors, G est
isomorphe Qm, Dm, Sm ou Z/2Z×Z/2Z. Dans tous ces cas, on a G′ =< σ2 >
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et les trois sous-groupes d’indice 2 dans G sont: H1 =< σ >, H2 =< σ2, τ >

et H3 =< σ2, στ >, et si G′ ̸= 1, alors M(1)
2 ̸= M(2)

2 et < σ4 > est l’unique
sous-groupe de G′ d’indice 2.

Soient L le sous-corps de M(2)
2 laiss fixe par < σ4 >, Fi (i = 1, 2, 3) le sous-

corps de M(2)
2 laiss fixe par Hi et ji l’application j dfinie pour F = Fi.

Thorme 2.3 ([16]). On suppose que G/G′ ≃ Z/2Z× Z/2Z. Alors on a:

1. Si M(1)
2 = M(2)

2 , alors les corps Fi sont de type (A), | ker ji| = 4 pour
i = 1, 2, 3 et G ≃ Z/2Z× Z/2Z;

2. Si Gal(L/M) ≃ Q3, alors les corps Fi sont de type (A), | ker ji| = 2 pour
i = 1, 2, 3 et G ≃ Q3;

3. Si Gal(L/M) ≃ D3, alors les corps F2 et F3 sont de type (B) et | ker j2| =
| ker j3| = 2. De plus; si F1 est de type (B) alors | ker j1| = 2 et G ≃ Sm.
Si F1 est de type (A) et | ker j1| = 2, alors G ≃ Qm. Enfin si F1 est de
type (A) et | ker j1| = 4, alors G ≃ Dm.

| ker j1| (A/B) | ker j2| (A/B) | ker j3| (A/B) G
4 4 4 (2, 2)
2A 2A 2A Q3

4 2B 2B Dm,m ≥ 3
2A 2B 2B Qm,m > 3
2B 2B 2B Sm,m ≥ 4

Remarque 2.4. Si C2,M ≃ Z/2Z × Z/2Z, alors les 2-groupes de classes des
corps Fi pour i ∈ {1, 2, 3} sont cycliques si et seulement si l’une des conditions
suivantes est vrifie:

1. M(2)
2 = M(1)

2 ;

2. M(2)
2 ̸= M(1)

2 et G ≃ Q3.

On trouve plus d’informations sur le problme de capitulation des 2-classes
d’idaux d’un corps de nombres M avec C2,M est de type (2, 2) dans [16].
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3 Dtermination de n pour que C2,K soit de type (2, 2) et

K(1)
2 = K(∗)

Proposition 3.1 ([14]). Soit M un corps de nombres ablien sur Q de degr rs

o r est un nombre premier et s > 0, alors:

M(∗) = (
∏

p|DM,p̸=r

Lp)M = (
∏

p|DM,p̸=r

Lp)Lr,

o Lp est l’unique sous-corps, de degr ep (l’indice de ramification de p dans M)
sur Q, de Q(ξp) le p-ime corps cyclotomique, Lr est un sous-corps de degr er
(l’indice de ramification de r dans M) sur Q, d’un corps cyclotomique Q(ξrν )
pour un certain ν ∈ N et DM le discriminant de M.

Thorme 3.2. Soit K = k(
√
−nε0

√
l), alors C2,K est de type (2, 2) et K(1)

2 =
K(∗) si et seulement si on est dans l’une des situations suivantes:

1. l = 2 et n = pp′ avec ( 2p ) = ( 2
p′ ) = −1;

2. l = 2 et n = qq′ avec ( 2q ) = ( 2
q′ ) = −1;

3. l = 2 et n = pq avec ( 2p ) = ( 2q ) = −1;

4. l ≡ 5 mod 8 et n = pp′ avec (pl ) = (p
′

l ) = −1;

5. l ≡ 5 mod 8 et n = qq′ avec ( ql ) = ( q
′

l ) = −1;

6. l ≡ 5 mod 8 et n = 2p avec (pl ) = −1;

7. l ≡ 5 mod 8 et n = 2q avec ( ql ) = −1;

8. l ≡ 5 mod 8 et n = q avec ( ql ) = −1.

Proof. En utilisant la proposition 3.1, pour que [K(∗) : K] = 4 il faut et il
suffit que exactement trois nombres premier de Q se ramifient dans K (l et
deux autres), et en combinant ceci avec les rsultats de [8] et [9] on trouve

que C2,K ≃ Z/2Z× Z/2Z et K(1)
2 = K(∗) si et seulement si n est de l’une des

formes cites dans le théorème.

Proposition 3.3. Soient L/M une CM-extension, ∆ son groupe de Galois,
et v0 une place de M avec:

1. C2,M = 0;

2. L et M ont les mmes units (
√
−1 ̸∈ L);
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3. L = M(
√
β) avec β ∈ M, et 2 - v0(β).

Alors l’application naturelle⊕
Z/2Z → C2,L

v ∈ Ram(L/M)
v ̸= v0

(qui associe une place ramifie de M avec la classe de sa racine carre dans L)
est injective.

Proof. Soient I2,L (resp. I2,M) le groupe des idaux fractionnaires de L tensoris
par Z2, (resp. M), et P2,L (resp. P2,M) son sous Z2-module engendr par
les idaux principaux. En utilisant (1), on trouve que l’application naturel
(I2,L)

∆ → (C2,L)
∆ se factorise en une application

ϕ : (I2,L)
∆/I2,M → (C2,L)

∆

(ici nous incrustons I2,M en I2,L par l’injection canonique) de noyau

(P2,L)
∆/I2,M = (P2,L)

∆/P2,M ≃ Coker((L×)∆ → (P2,L)
∆) ≃ H1(∆,O×

L ).

Par (2), nous concluons que kerϕ est d’ordre 2. En utilisant (3), on trouve
que (

√
β) donne un lment non trivial de kerϕ, ainsi il l’engendre. Le rsultat

nonc suit en crivant explicitement ϕ comme

ϕ :
⊕

Z/2Z → (C2,L)
∆

v ∈ Ram(L/M)

En effet, (
√
β) correspond à l’élément

⊕
v(β) dans le groupe à gauche donc

kerϕ ∩
⊕

Z/2Z = 0.
v ∈ Ram(L/M)

v ̸= v0

Corollaire 3.4. Soit K = k(
√
−nε0

√
l) o n est de l’une des formes citées

dans le théorème 3.2, alors C2,K est engendré par [H1] et [H2] où H1 et H2

sont deux idéaux premiers de K au dessus des deux premiers (autre que l) de
Q qui se ramifient dans K.
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4 Units de certains corps de nombres de degr 4 ou 8 sur
Q

Soient d1 et d2 deux entiers naturels sans facteurs carrs et premiers entre
eux, d3 = d1d2, ε1 (resp. ε2, ε3) l’unit fondamentale de k1 = Q(

√
d1) (resp.

k2 = Q(
√
d2), k3 = Q(

√
d3)), K0 = k1k2 et N1 (resp. N2, N3) la norme de

K0/k1 (resp. K0/k2, K0/k3).
On sait d’aprs [19] qu’un systme fondamental d’units (SFU) de K0 est,

une permutation prs des indices, l’un des systmes suivants:
(i) {ε1, ε2, ε3};
(ii) {ε1, ε2,

√
ε3} (N2(ε3) = 1);

(iii) {√ε1ε2, ε2, ε3} (N3(ε1) = N3(ε2) = 1) ;
(iv) {ε1,

√
ε2,

√
ε3} (N1(ε2) = N1(ε3) = 1) ;

(v) {√ε1ε2,
√
ε2ε3,

√
ε1ε3} (N2(ε3) = N3(εj) = 1, j = 1, 2) ;

(vi) {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} (N3(ε1) = N3(ε2) = N2(ε3) = ±1).

Proposition 4.1 ([2]). Soit K0 un corps de nombres, ablien rel et β un entier
algbrique de K0, totalement positif, sans facteurs carrs. On suppose que F =
K0(

√
−β) est une extension quadratique de K0, ablienne sur Q et que i =

√
−1

n’appartient pas F. Soit {ε1, ε2, ..., εr} un SFU de K0. On choisit, sans
restreindre la gnralit, les units εj positives. Alors on a:

1. S’il existe une unit de K0 de la forme ε = εj11 εj22 ...ε
jr−1

r−1 εr ( une permu-
tation prs), o les jk ∈ {0, 1}, telle que βε est un carr dans K0, alors
{ε1, ε2, ..., εr−1,

√
−ε} est un SFU de F;

2. Dans le cas contraire {ε1, ε2, ..., εr} est un SFU de F.

Corollaire 4.2. Soit K = k(
√

−nε0
√
l), alors {ε0} est un SFU de K.

Proof. On a {ε0} est un SFU de k et n
√
l n’est pas un carr dans k, alors

d’aprs la proposition 4.1, {ε0} est un SFU de K.

Remarque 4.3. Soient ε = x + y
√
d l’unit fondamentale de Q(

√
d) o d est

un entier positif sans facteurs carrs. On suppose que ε est de norme 1, alors
2ε est un carr dans Q(

√
d) si et seulement si (x± 1) est un carr dans Q.

En effet 2ε = (a+ b
√
d)2 ⇔

{
2x = a2 + db2

2y = 2ab
.

Comme x2 − dy2 = 1, alors le dernier systme est rsoluble si et seulement si
(x± 1) est un carr dans Q.

N. B: (x± 1) est un carr dans Q ⇐⇒
√
x+ 1 ∈ Q ou

√
x− 1 ∈ Q.
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Lemme 4.4 ([3]). Soient d un entier positif sans facteurs carrs et ε = x+y
√
d

l’unit fondamentale de Q(
√
d) o x et y sont des entiers ou bien des demi-

entiers. On suppose que ε est de norme 1. Alors 2(x± 1) et 2d(x± 1) ne sont
pas des carrs dans Q.

Lemme 4.5 ([3]). Soient r un nombre premier impair et ε = x+ y
√
2r l’unit

fondamentale de Q(
√
2r). On suppose que ε est de norme 1, alors (x± 1) est

un carr dans N et 2ε est un carr dans Q(
√
2r).

Lemme 4.6 ([3]). Soit ε = x + y
√
q l’unit fondamentale de Q(

√
q). Alors x

est un entier naturel pair, (x ± 1) est un carr dans N et 2ε est un carr dans
Q(

√
q).

Lemme 4.7 ([3]). Soient K0 = Q(
√
p,
√
2q) et ε1 (resp. ε2, ε3) l’unit fonda-

mentale de Q(
√
p) (resp. Q(

√
2q), Q(

√
2pq)). On pose ε3 = s + t

√
2pq et on

suppose que 2ε3 n’est pas un carr dans Q(
√
2pq). Alors on a:

1. {ε1, ε2,
√
ε3} est un SFU de K0 ⇔ 2p(s± 1) est un carr dans N;

2. {ε1, ε2,
√
ε2ε3} est un SFU de K0 ⇔ 2q(s± 1) est un carr dans N.

Lemme 4.8. Soit ε = x+y
√
d

2 l’unit fondamentale de Q(
√
d) avec d ∈ {pp′, qq′}.

On suppose que ε est de norme 1. Alors p(x ± 2) est un carr dans N et pε
est un carr dans Q(

√
pp′) (resp. q(x± 2) est un carr dans N et qε est un carr

dans Q(
√
qq′)).

Proof. On a ε est de norme 1, ainsi (x − 2)(x + 2) = dy2, donc ils existent

m,m′, y1, y2 des entiers tels que mm′ = d et

 x± 2 = 2jmy1
2

x∓ 2 = 2jm′y2
2

2jy1y2 = y
où j ∈

{0, 1}.
En utilisant le lemme 4.4 et le fait que 2j(my1

2 −m′y2
2) = ±4, on trouve que

la seule forme possible est

 x± 2 = d1y1
2

x∓ 2 = d2y2
2

y1y2 = y
avec (d1, d2) ∈ {(p, p′), (q, q′)},

d’o le rsultat.

Thorme 4.9 ([6]). Soient K0 = Q(
√
2,
√
p), ε0 (resp. ε2, ε3) l’unit fonda-

mentale de Q(
√
2) (resp. Q(

√
p), Q(

√
2p)) et F = K0(

√
−mε0

√
2) o m est un

entier naturel impair. Alors:

1. Si ε3 est de norme 1, alors {ε0, ε2,
√
ε3} est un SFU de K0 et de F;

2. Sinon, {√ε0ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de K0 et de F.
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Thorme 4.10 ([7]). Soient K0 = Q(
√
p,
√
p′), ε1 (resp. ε2, ε3) l’unit fonda-

mentale de Q(
√
p) (resp. Q(

√
p′), Q(

√
pp′)) et F = K0(

√
−mε1

√
p) o m est

entier naturel sans facteurs carrs. Alors on a:

1. Si ε3 est de norme 1, alors {ε1, ε2,
√
ε3} est un SFU de K0 et de F;

2. Sinon, {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de K0 et de F.

Thorme 4.11. Soient K0 = Q(
√
p,
√
2p′) avec p ≡ 5 mod 8 et (p

′

p ) = −1,

ε1 (resp. ε2, ε3) l’unit fondamentale de k1 = Q(
√
p) (resp. k2 = Q(

√
2p′),

k3 = Q(
√
2pp′)) et F = K0(

√
−ε1

√
p). Alors:

1. Si Nk2/Q(ε2) = 1, alors {ε1, ε2, ε3} est un SFU de K0 et de F;

2. Si Nk2/Q(ε2) = −1, alors K0 et F ont mme SFU qui est l’un des systmes
{ε1, ε2, ε3} ou {√ε1ε2ε3, ε2, ε3}.

Proof. On a ε1 est de norme −1 et comme ( 2p ) = (p
′

p ) = −1, alors ε3 est aussi
de norme −1, ainsi:
(1) Si ε2 est de norme 1, alors, d’aprs le lemme 4.5,

√
2ε2 ∈ Q(

√
2p), ce qui

donne que
√
2ε2 ∈ K0 et comme

√
2 /∈ K0, alors

√
ε2 /∈ K0, par suite, en

utilisant les rsultats de [19], on trouve que {ε1, ε2, ε3} est un SFU de K0.
(2) Si ε2 est de norme −1, alors, d’aprs les rsultats de [19], {ε1, ε2, ε3} est un
SFU de K0 si

√
ε1ε2ε3 /∈ K0 et {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de K0 dans le

cas contraire.
Montrons qu’un SFU de K0 est aussi un SFU de F. En effet, si {ε1, ε2, ε3}
est un SFU de K0 (dans ce cas ε1, ε3 sont de norme −1 et ε2 est de norme
±1), alors d’aprs la proposition 4.1, pour montrer que {ε1, ε2, ε3} est un SFU

de F, on montre que ηε1
√
p n’est pas un carr dans K0, pour η = ε′1

j1ε′2
j2ε′3 o

{ε′1, ε′2, ε′3} = {ε1, ε2, ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Sinon, ηε1
√
p est un carr dans K0,

alors, en utilisant la norme de K0 sur k2 ou celle de K0 sur k3, on trouve que
±p est un carr dans k2 ou dans k3, ce qui est impossible, par suite {ε1, ε2, ε3}
est aussi un SFU de F. Si {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} (dans ce cas ε1, ε2 et ε3 sont de
norme −1), alors d’aprs la proposition 4.1, pour montrer que {√ε1ε2ε3, ε2, ε3}
est un SFU de F, on montre que ηε1

√
p n’est pas un carr dans K0, pour

η = ε′1
j1ε′2

j2ε′3 o {ε′1, ε′2, ε′3} = {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Sinon,
ηε1

√
p est un carr dans K0, alors, en utilisant la norme de K0 sur k2, on trouve

que ±p ou ±pε2 est un carr dans k2, ce qui est absurde, ainsi {
√
ε1ε2ε3, ε2, ε3}

est aussi un SFU de F.

Thorme 4.12. Soient K0 = Q(
√
p,
√
q) avec p ≡ 5 mod 8 et ( qp ) = −1,

ε1 (resp. ε2, ε3) l’unit fondamentale de k1 = Q(
√
p) (resp. k2 = Q(

√
q),

k3 = Q(
√
pq)) et F = K0(

√
−ε1

√
p). Alors {ε1, ε2,

√
ε2ε3} est un SFU de K0

et de F.
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Proof. Posons ε3 = s + t
√
pq o s et t sont des entiers naturels, comme ε3 est

de norme 1, alors (s − 1)(s + 1) = pqt2, donc, d’aprs le lemme 4.4, il existe
(t1, t2) ∈ Z2 tels qu’on a l’une des formes suivantes: s± 1 = 2pt1

2

s∓ 1 = 2qt2
2

2t1t2 = t
,

 s± 1 = t1
2

s∓ 1 = pqt2
2

t1t2 = t
ou

 s± 1 = pt1
2

s∓ 1 = qt2
2

t1t2 = t
.

Pour la premire forme on trouve que pt21 − qt22 = ±1, ainsi ( qp ) = (±1
p ) = 1,

ce qui n’est pas le cas puisque ( qp ) = −1, Pour la deuxime forme on a

t21 − pqt22 = ±2, ainsi (±2
p ) = 1, ce qui est absurde car p ≡ 5 mod 8, ainsi√

2ε3 = t1
√
p + t2

√
q et d’aprs le lemme 4.6, il existe (y1, y2) ∈ Z2 tels que√

2ε2 = y1 + y2
√
q et par suite

√
ε2ε3 ∈ K0 (ε2 et ε3 ne sont pas des carrs

dans K0 car
√
2 /∈ K0), ainsi, d’aprs les rsultats de [19], {ε1, ε2,

√
ε2ε3} est un

SFU de K0.
Le systme {ε1, ε2,

√
ε2ε3} est aussi un SFU de F, en effet, d’aprs la propo-

sition 4.1, il suffit de montrer que ηε1
√
p n’est pas un carr dans K0, pour

η = ε′1
j1ε′2

j2ε′3 o {ε′1, ε′2, ε′3} = {ε1, ε2,
√
ε2ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Sinon, ηε1

√
p

est un carr dans K0, donc, en utilisant la norme de K0 sur k2 = Q(
√
q)

on trouve que ±p ou ±pε2 est un carr dans k2, ce qui est impossible, ainsi
{ε1, ε2,

√
ε2ε3} est un SFU de F.

Thorme 4.13. Soient K0 = Q(
√
p,
√
2q) avec p ≡ 5 mod 8 et ( qp ) = −1,

ε1 (resp. ε2, ε3) l’unit fondamentale de k1 = Q(
√
p) (resp. k2 = Q(

√
2q),

k3 = Q(
√
2pq)), F = K0(

√
−mε1

√
p) où m est un entier naturel. Alors,

{ε1, ε2,
√
ε3} est un SFU de K0 et de F.

Proof. On a que ε1 est de norme −1, ε2 et ε3 sont de norme 1. D’aprs le
lemme 4.5, 2ε2 est un carr dans k2, ce qui donne que ε2 n’est pas un carr
dans K0, car sinon

√
2 ∈ K0. De plus, 2ε3 n’est pas un carr dans k3, en effet,

on a ε3 = s + t
√
2pq est de norme 1, ainsi (s + 1)(s − 1) = 2pqt2, par suite,

si 2ε3 est un carr dans k3, alors il existe (t1, t2) ∈ Z2 tels que t1t2 = t et{
s± 1 = t1

2

s± 1 = 2pqt2
2 , ainsi t1

2 − 2pqt2
2 = ±2, ce qui donne que (±2

p ) = 1, ce

qui n’est pas le cas puisque p ≡ 5 mod 8, d’o 2ε3 n’est pas un carr dans k3, et
en utilisant le lemme 4.7, on trouve que {ε1, ε2,

√
ε3} est un SFU de K0 si et

seulement si 2p(s±1) est un carr dans N et {ε1, ε2,
√
ε2ε3} est un SFU de K0

si et seulement si 2q(s±1) est un carr dans N, or 2q(s±1) ne peut tre un carr
dans N, en effet, on a

√
2q(s± 1) ∈ N si et seulement si il existe (t1, t2) ∈ Z2

tels que t1t2 = t et

{
s± 1 = 2qt1

2

s± 1 = pt2
2 , ainsi ±2 = 2qt1

2−pt2
2, ce qui donne

que −1 = (±2
p ) = ( 2qp ), ce qui n’est pas le cas puisque ( 2p ) = ( qp ) = −1, ainsi

2p(s± 1) est un carr dans N et {ε1, ε2,
√
ε3} est un SFU de K0.
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Le systme {ε1, ε2,
√
ε3} est aussi un SFU de F, en effet, d’aprs la propo-

sition 4.1, il suffit de montrer que ηε1
√
p n’est pas un carr dans K0, pour

η = ε′1
j1ε′2

j2ε′3 o {ε′1, ε′2, ε′3} = {ε1, ε2,
√
ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Sinon, ηε1

√
p

est un carr dans K0, donc, en utilisant la norme de K0 sur k2 = Q(
√
2q) on

trouve que ±p est un carr dans k2, ce qui est impossible, ainsi {ε1, ε2,
√
ε3}

est un SFU de F.

Thorme 4.14. Soient K0 = Q(
√
p,
√
qq′) avec ( qp ) = ( q

′

p ) = −1, ε1 (resp. ε2,

ε3) l’unit fondamentale de k1 = Q(
√
p) (resp. k2 = Q(

√
qq′), k3 = Q(

√
pqq′))

et F = K0(
√
−ε1

√
p). Alors {ε1, ε2,

√
ε3} est un SFU de K0 et de F.

Proof. Soient ε2 = x+y
√
qq′

2 et ε3 = s+t
√
pqq′

2 , alors ε1 est de norme −1 et ε2,
ε3 sont de norme 1.
• ε2 n’est pas un carr dans K0, en effet, comme ε2 est de norme 1, alors
(x+ 2)(x− 2) = qq′y2, ainsi il existe y1, y2, m et m′ des entiers tels qu’on a
l’une des formes suivantes:

x± 2 = 2my1
2

x∓ 2 = 2m′y2
2

2y1y2 = y
mm′ = qq′

,

 x± 2 = y1
2

x∓ 2 = qq′y2
2

y1y2 = y
ou

 x± 2 = qy1
2

x∓ 2 = q′y2
2

y1y2 = y
.

Pour la premire forme on a my1
2 − m′y2

2 = ±2, ce qui donne que y1 et
y2 sont de mme parit, comme q ≡ q′ ≡ −1 mod 4, alors my1

2 − m′y2
2 ≡

0 mod 4, ce qui est en contradiction. D’aprs le lemme 4.4, la deuxime forme

est impossible. Donc il existe (y1, y2) ∈ Z2 tels que:

 x± 2 = qy1
2

x∓ 2 = q′y2
2

y1y2 = y
,

ainsi
√
ε2 =

y1
√
q+y2

√
q′

2 /∈ K0.
• ε3 est un carr dansK0, en effet, comme ε3 est de norme 1, alors (s+2)(s−2) =
pqq′t2, ainsi:

S’il existe t1, t2,m et m′ des entiers tels que:


s± 2 = 2mt1

2

s∓ 2 = 2m′t2
2

2t1t2 = t
mm′ = pqq′

,

alors mt1
2 − m′t2

2 = ±2, ce qui implique que t1 et t2 sont de mme parit.
Or, p ≡ −q ≡ −q′ ≡ 1 mod 4, donc mt1

2 − m′t2
2 ≡ 0 mod 4, ce qui est en

contradiction.

S’il existe (t1, t2) ∈ Z2 tels que:

 s± 2 = pqt1
2

s∓ 2 = q′t2
2

t1t2 = y
, alors ±4 = pqt1

2−q′t2
2,

ce qui donne que (±4
p ) = ( q

′

p ), ainsi (
q′

p ) = 1, ce qui n’est pas le cas.
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S’il existe (t1, t2) ∈ Z2 tels que:

 s+ 2 = pt1
2

s− 2 = qq′t2
2

t1t2 = t
, alors 4 = pt1

2− qq′t2
2,

ce qui donne que (pq ) = ( p
q′ ) = 1, ce qui est en contradiction.

Donc il existe (t1, t2) ∈ Z2 tels que:

 s− 2 = pt1
2

s+ 2 = qq′t2
2

t1t2 = t
.

Ainsi
√
ε3 =

t1
√
p+t2

√
qq′

2 ∈ K0, en utilisant les rsultats de [19], on trouve que
{ε1, ε2,

√
ε3} est un SFU de K0.

Montrons que {ε1, ε2,
√
ε3} est aussi un SFU de F. En effet, soient Ni la

norme de K0 sur ki (i = 1, 2, 3), alors d’aprs la proposition 4.1, pour montrer
que {ε1, ε2,

√
ε3} est un SFU de F, on montre que ηε1

√
p n’est pas un carr

dans K0, pour η = ε′1
j1ε′2

j2ε′3 o {ε′1, ε′2, ε′3} = {ε1, ε2,
√
ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}.

Si ηε1
√
p est un carr dans K0, alors en utilisant N2 ou N3 on trouve que

√
±p

est dans k2 ou dans k3, ce qui est absurde, ainsi {ε1, ε2,
√
ε3} est aussi un

SFU de F.

Thorme 4.15. Soient K0 = Q(
√
p,
√
p′p′′) avec p, p′ et p′′ des nombres

premiers diffrents deux à deux tels que p ≡ p′ ≡ p′′ ≡ 1 mod 4 et (p
′

p ) =

(p
′′

p ) = −1, ε1 (resp. ε2, ε3) l’unit fondamentale de k1 = Q(
√
p) (resp.

k2 = Q(
√
p′p′′), k3 = Q(

√
pp′p′′)) et F = K0(

√
−mε1

√
p) où m est un en-

tier naturel. Alors K0 et F ont mme SFU qui est l’un des systmes {ε1, ε2, ε3}
ou {√ε1ε2ε3, ε2, ε3}.

Proof. Comme (p
′

p ) = (p
′′

p ) = −1, alors ε3 est de norme −1, et on a ε1 est
aussi de norme −1, ainsi:

1. Si ε2 est de norme 1, alors on utilise la mme mthode que dans la preuve
du thorme 4.14, pour montrer que

√
ε2 /∈ K0, ainsi d’aprs les rsultats de

[19], {ε1, ε2, ε3} est un SFU de K0.

2. Si ε2 est de norme−1, alors toujours d’aprs les rsultats de [19], {ε1, ε2, ε3}
est un SFU de K0 si

√
ε1ε2ε3 /∈ K0, et {

√
ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de

K0 dans le cas contraire.

Pour montrer que K0 et F ont mme SFU il suffit d’utiliser la proposition 4.1.

Thorme 4.16. Soient L = Q(
√
2 +

√
2) et F = L(

√
−m) où m est un entier

naturel impair et sans facteur carré. Alors {ξ3, ξ5, ξ7} est un SFU de L et de

F o ξ3 = 1+
√

2 +
√
2, ξ5 = 1+

√
2+

√
2 +

√
2 et ξ7 = 1+

√
2+

√
2
√
2 +

√
2.
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Proof. Il est connu dans la littrature que {ξ3, ξ5, ξ7} est un SFU de L (voir
par exemple [23], p. 144-145). Comme mξ n’est pas un carr dans L, pour
ξ = ξ′1

j1ξ′2
j2ξ′3 o {ξ′1, ξ′2, ξ′3} = {ξ3, ξ5, ξ7} et j1, j2 ∈ {0, 1}, alors, d’aprs la

proposition 4.1, on trouve que le systme {ξ3, ξ5, ξ7} est aussi un SFU de
F.

5 Capitulation des 2-classes d’idaux de K et structure de
G2

Dans le reste de ce travail on est besoin des trois résultats suivants:

Thorme 5.1 ([13]). Soit L/M une extension cyclique non ramifie de degr un
nombre premier, alors le nombre des classes qui capitulent dans L/M est gal :

[L : M][EM : NL/M(EL)].

Proposition 5.2 ([20]). Soient L/M une extension biquadratique normale de
groupe de Galois de type (2, 2), et L1, L2, L3 ses sous extensions quadratiques.
Alors

h(L) =
2d−κ−2−vq(L/M)h(L1)h(L2)h(L3)

h(M)2
,

o q(L/M) = [EL : E1E2E3] est l’indice des units de L/M, d le nombre des
premiers infinis de M qui se ramifient dans L/M, κ est le Z-rang du groupe
EM des units de M, et v = 0, sauf si L ⊆ M(

√
EM) o v = 1.

Proposition 5.3 ([12]). Soient M un corps de nombres contenant les racines
m-imes de l’unit, L une extension finie de M, α ∈ M∗ et β ∈ L∗. On note P
un idal premier de M, et P un idal premier de L au-dessus de P . Alors∏

P

(
β, α

P

)
m

=

(
NL/M(β), α

P

)
m

,

o le produit est pris sur tous les premiers de L qui sont au-dessus de P .

5.1 Cas où l = 2 et n = qq′ avec ( 2q ) = ( 2
q′ ) = −1

Dans ce cas on a K(1)
2 = K(∗) = K(

√
−q,

√
−q′), donc ses sous-corps quadra-

tiques sur K sont F1 = K(
√
−q), F2 = K(

√
−q′) et F3 = K(

√
qq′).

Thorme 5.4 ([6]). Soit K = Q(
√
−qq′(2 +

√
2)) tel que ( 2q ) = ( 2

q′ ) = −1,

alors K(2)
2 = K(1)

2 , G2 est ablien et les quatre classes de C2,K capitulent dans
chacune des extensions Fi/K (i = 1, 2, 3).
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5.2 Cas où l = 2 et n = pp′ avec ( 2p ) = ( 2
p′ ) = −1

Dans ce cas on a K(1)
2 = K(∗) = K(

√
p,
√
p′), donc ses sous-corps quadratiques

sur K sont F1 = K(
√
p), F2 = K(

√
p′) et F3 = K(

√
pp′).

Thorme 5.5 ([6]). Soient K = Q(
√
−pp′(2 +

√
2)) et K0 = Q(

√
2,
√
pp′) tel

que ( 2p ) = ( 2
p′ ) = −1, alors:

1. Si QK0 = 1, alors les quatre classes de C2,K capitulent dans F3 et dans
chaque Fi, i ∈ {1, 2}, deux classes seulement de C2,K capitulent et le
groupe G2 est didral d’ordre 2m (m ≥ 3);

2. Si QK0 = 2, alors dans chaque extension Fi, i ∈ {1, 2, 3}, il existe ex-
actement deux classes de C2,K qui capitulent et le groupe G2 est quater-
nionique d’ordre 2m (m > 3).

5.3 Cas où l = 2 et n = pq avec ( 2p ) = ( 2q ) = −1

Dans ce cas on a K(1)
2 = K(∗) = K(

√
p,
√
−q), donc ses sous-corps quadratiques

sur K sont F1 = K(
√
p), F2 = K(

√
−q) et F3 = K(

√
−pq).

Lemme 5.6. Soient K = Q(
√
−pq(2 +

√
2)) avec ( 2p ) = ( 2q ) = −1, P l’idal

premier au dessus de p dans K et Q celui au dessus de q. Alors la classe [P]
(resp. [Q], [PQ]) est d’ordre 2, C2,K est engendr par les classes [P] et [Q]. De
plus P capitule dans F1, Q capitule dans F2 et PQ capitule dans F3.

Proof. Par application de la proposition 3.3, on trouve que C2,K est engendr
par les classes [P] et [Q].
Pour montrer que P capitule dans K(

√
p), il suffit de voir que

√
p ∈ K(

√
p)

et (
√
p2) = (p) dans K(

√
p), donc P capitule dans F1 = K(

√
p) et de mme Q

capitule dans F2 = K(
√
−q) et PQ capitule dans F3 = K(

√
−pq).

Thorme 5.7. Soit K = Q(
√
−pq(2 +

√
2)) avec ( 2p ) = ( 2q ) = −1, alors dans

chaque extension Fi, i ∈ {1, 2, 3}, il existe exactement deux classes de C2,K
qui capitulent et le groupe G2 est quaternionique d’ordre 2m avec m > 3.

Proof. Soient ε0 (resp. ε2, ε3) l’unit fondamentale de Q(
√
2) (resp. Q(

√
p),

Q(
√
2p)), P l’idal premier de K au dessus de p, Q celui au dessus de q, alors,

d’aprs le thorme 4.9, {√ε0ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de F1.
Comme NF1/K(

√
ε1ε2ε3) = ±ε1 et NF1/K(ε2) = NF1/K(ε3) = −1, alors EK =
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NF1/K(EF1
), ainsi, en utilisant le thorme 5.1, on trouve que deux classes seule-

ment de C2,K capitulent dans F1, savoir [P] et son carr.
D’aprs le thorme 4.16, {ξ3, ξ5, ξ7} est un SFU de F3, et commeNF3/K(ξ7) = −1
et NF3/K(ξ5) = −NF3/K(ξ3) = ε1, alors EK = NF3/K(EF1), ainsi, en utilisant le
thorme 5.1, on trouve que deux classes seulement de C2,K capitulent dans F3,
savoir [PQ] et son carr.
Les extension F1/K et F2/K sont de type (B) et l’extensions F3/K est de type

(A). En effet, soit K′ = Q(
√
−q(2 +

√
2)), alors on a KK′ = F1 et comme

NK/Q(
√
2)(P) = p et p est non ramifi dans K′/Q(

√
2), alors pour montrer que

P est inerte dans F1/K, il suffit de montrer que p est inerte dans K′/Q(
√
2)

(thorme de translation), pour cela on calcule le symbole du reste normique(
p,−qε0

√
2

p

)
. On a p ∈ Q est inerte dans Q(

√
2)/Q et −qε0

√
2 ∈ Q(

√
2), donc

en utilisant la proposition 5.3, on trouve
(

p,−qε0
√
2

p

)
=

(
p,NQ(

√
2)/Q(−qε0

√
2)

p

)
=(

p,2q2

p

)
= ( 2p ) = −1, ainsi p est inerte dans K′/Q(

√
2), ce qui donne que P

est inerte dans F1/K et comme [P] est la seule classe non triviale de C2,K
qui capitule dans F1/K, alors F1/K est de type (B). De mme on montre que
Q est inerte dans F2/K, ce qui donne aussi que F2/K est de type (B), par
suite, d’aprs le thorme 2.3, deux classes seulement de C2,K capitulent dans F2

savoir [Q] et son carr. Pour F3, soit L = Q(
√
2 +

√
2), alors on a KL = F3,

NK/Q(
√
2)(P) = p et p est non ramifi dans L/Q(

√
2), ainsi pour montrer que

P est inerte dans F3/K, il suffit de montrer que p est inerte dans L/Q(
√
2)

(thorme de translation) et pour cela on calcule le symbole du reste normique(
p,ε0

√
2

p

)
. En utilisant la proposition 5.3, on a p ∈ Q est inerte dans Q(

√
2)/Q

et ε0
√
2 ∈ Q(

√
2), ainsi

(
p,ε0

√
2

p

)
=

(
p,NQ(

√
2)/Q(ε0

√
2)

p

)
=

(
p,2
p

)
= ( 2p ) = −1,

ainsi p est inerte dans L/Q(
√
2), ce qui donne que P est inerte dans F3/K,

et de mme on montre que Q est aussi inerte dans F3/K. Comme PQ capitule
dans F3, alors par application de la loi de rciprocit d’Artin, on trouve que
F3/K est de type (A). Par suite, en utilisant le thorme 2.3, le groupe G2 est
isomorphe Qm (m > 3).

Remarque 5.8. Soient K = Q(
√

−pq(2 +
√
2)) et K0 = Q(

√
2,
√
−pq) avec

( 2p ) = ( 2q ) = −1, alors |G2| = 4h2(K0).

Proof. On a K(1)
2 /F3 est une extension non ramifie et comme l’extension F3/K

est de type (A), alors, d’aprs [16], C2,F3 est cyclique, ainsi F3 et K(1)
2 ont mme

2-corps de classes de Hilbert, savoir K(2)
2 , donc |G2| = 2h2(F3). De plus
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F3/Q(
√
2) est une extension biquadratique normale de groupe de Galois de

type (2, 2) et de sous-extensios quadratiques K, K0 et L = Q(
√

2 +
√
2), ainsi,

en utilisant la proposition 5.2, on trouve que

h2(F3) =
1

2
q(F3/Q(

√
2))h2(K)h2(K0)h2(L),

et comme h2(K) = 4, q(F3/Q(
√
2)) = 1 et h2(L) = 1 (voir [23]), alors h2(F3) =

2h2(K0), ce qui donne que |G2| = 4h2(K0).

Corollaire 5.9. Soit K = Q(
√
−pq(2 +

√
2)) avec ( 2p ) = ( 2q ) = −1 et (pq ) =

−1, alors dans chacune des extensions Fi, pour i ∈ {1, 2, 3}, il existe exacte-
ment deux classes de C2,K qui capitulent et G2 ≃ Q4.

Proof. Comme p ≡ −q ≡ 5 mod 8, alors, d’aprs le thorme 5.7, G2 est quater-
nionique d’ordre 2m avec m > 3. Soit K0 = Q(

√
2,
√
−pq), comme (pq ) = −1,

alors, d’aprs [21], on a h2(K0) = 4, ainsi, en utilisant la remarque 5.8, on
trouve que G2 ≃ Q4.

5.4 Cas où l ≡ 5 mod 8 et n = qq′ avec ( ql ) = ( q
′

l ) = −1

Dans ce cas on a K(1)
2 = K(∗) = K(

√
−q,

√
−q′), donc ses sous-corps quadra-

tiques sur K sont F1 = K(
√
−q), F2 = K(

√
−q′) et F3 = K(

√
qq′).

Thorme 5.10. Soit K = k(

√
−qq′ε0

√
l) avec ( ql ) = ( q

′

l ) = −1. Alors, les

quatre classes de C2,K capitulent dans chacune des extensions Fi/K (i = 1, 2, 3)
et le groupe G2 est ablien.

Proof. Comme F3/k est une extension biquadratique normale de groupe de

Galois de type (2, 2), de sous-extensions quadratiques K, L = k(
√
−ε0

√
l) et

K0 = Q(
√
l,
√
qq′), alors d’aprs la proposition 5.2 on a

h2(F3) =
22−1−2−0q(F3/k)h2(K)h2(L)h2(K0)

h2(k)2
.

D’aprs [15], on a h2(lqq
′) = 2 et comme K0/Q(

√
lqq′) est une extension non

ramifie et le 2-groupe de classes de Q(
√
lqq′) est cyclique, alors d’aprs [11] on

a h2(K0) = h2(lqq
′)/2 = 1, aussi on a h2(k) = 1, h2(K) = 4 et d’aprs [8]

h2(L) = 1, ainsi h2(F3) = 2q(F3/k). Soient ε2 (resp. ε3) l’unit fondamentale
de Q(

√
qq′) (resp. Q(

√
lqq′)), d’aprs le thorme 4.14, {ε0, ε2,

√
ε3} est un SFU

de K0 et de F3 et on a {ε0} est un SFU de K et de L, donc q(F3/k) = 1, ce
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qui donne que C2,F3 est cyclique d’ordre 2 et comme K(1)
2 /F3 est une extension

non ramifie, alors F3 et K(1)
2 ont mme 2-corps de classes de Hilbert, savoir

K(2)
2 , or h2(F3) = 2, donc K(1)

2 = K(2)
2 , par suite G2 est ablien et les quatre

classes de C2,K capitulent dans chacune des extensions Fi/K (i = 1, 2, 3).

5.5 Cas où l ≡ 5 mod 8 et n = pp′ avec (pl ) = (p
′

l ) = −1

Dans ce cas on a K(1)
2 = K(∗) = K(

√
p,
√
p′), donc ses sous-corps quadratiques

sur K sont F1 = K(
√
p), F2 = K(

√
p′) et F3 = K(

√
pp′).

Thorme 5.11. Soit K = k(

√
−pp′ε0

√
l) avec (pl ) = (p

′

l ) = −1, alors:

1. Soit les quatre classes de C2,K capitulent dans F3 et dans chaque Fi,
i ∈ {1, 2}, deux classes seulement de C2,K capitulent;

2. Soit dans chaque extension Fi, i ∈ {1, 2, 3}, il existe exactement deux
classes de C2,K qui capitulent.

Proof. Soient K0 = Q(
√
l,
√
pp′), K′

0 = Q(
√
l,
√
p), ε0 (resp. ε2, ε3, η2, η3)

l’unit fondamentale de Q(
√
l) (resp. Q(

√
pp′), Q(

√
lpp′), Q(

√
p), Q(

√
lp)).

Alors F3 = K0(
√
−ε0

√
l) et F1 = K′

0(

√
−p′ε1

√
l).

D’aprs le thorme 4.15, {ε0, ε2, ε3} ou {√ε0ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de F3.
Ainsi, si {ε0, ε2, ε3} est SFU de F3, alors NF3/K(EF3) ̸= EK, en utilisant
le thorme 5.1, on trouve que les quatre classes de C2,K capitulent dans F3.
Si {√ε0ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de F3, alors NF3/K(

√
ε0ε2ε3) = ±ε1, ainsi

NF3/K(EF3) = EK, en utilisant le thorme 5.1, on trouve que deux classes
seulement de C2,K capitulent dans F3.
D’aprs le thorme 4.10, {√ε0η2η3, η2, η3} est un SFU de F1 = K(

√
p). On a

NF1/K(
√
ε0η2η3) = ±ε0, donc NF1/K(EF1) = EK et en utilisant le thorme 5.1,

on trouve que deux classes seulement de C2,K capitulent dans F1, et de mme
pour F2, car p et p′ jouent des rles symtriques, ce qui achve la dmonstration.

Lemme 5.12. Soient K = k(

√
−pp′ε0

√
l) avec (pl ) = (p

′

l ) = −1, P l’idal

premier au dessus de p dans K et P′ celui au dessus de p′. Alors, C2,K est
engendr par les classes [P] et [P′], de plus P capitule dans F1, P

′ capitule dans
F2 et PP′ capitule dans F3.

Proof. Par application de la proposition 3.3, on trouve que C2,K est engendr
par les classes [P] et [P′].
Pour montrer que P capitule dans K(

√
p), il suffit de voir que

√
p ∈ K(

√
p)
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et (
√
p2) = (p) dans K(

√
p), donc P capitule dans F1 = K(

√
p) et de mme P′

capitule dans F2 = K(
√
p′) et PP′ capitule dans F3 = K(

√
pp′).

Thorme 5.13. Soit K = k(

√
−pp′ε0

√
l) avec (pl ) = (p

′

l ) = −1, alors G2 est

didral ou quaternionique d’ordre 2m (m ≥ 3) suivant que QK0 = 1 ou QK0 = 2
où K0 = Q(

√
l,
√
pp′).

Proof. Si QK0 = 1, alors, en utilisant le théorème 5.11, les quatre classes de
C2,K capitulent dans F3 et dans chaque Fi (i = 1, 2) deux classes seulement de
C2,K capitulent, ainsi d’aprs le thorme 2.3, G2 est isomorphe Dm (m ≥ 3).
Si QK0 = 2, alors, en utilisant le théorème 5.11, dans chaque Fi (i = 1, 2, 3)
deux classes seulement de C2,K capitulent. Soient P, P′ les idaux premiers de
K au dessus de p et p′ respectivement. Alors P capitule dans F1, P

′ capitule
dans F2 et PP′ capitule dans F3.
Montrons que F3 est de type (A) et que F1 et F2 sont de type (B). En effet

pour F1, soit K′ = k(

√
−p′ε0

√
l), alors on a KK′ = F1, NK/k(P)=p et p

est non ramifi dans K′/k, ainsi pour montrer que P est inerte dans F1/K,
il suffit de montrer que p est inerte dans K′/k (thorme de translation) et

pour cela on calcule le symbole du reste normique
(

p,−p′ε0
√
l

p

)
. On a p ∈ Q

est inerte dans k/Q et −p′ε0
√
l ∈ k, donc en utilisant la proposition 5.3, on

trouve
(

p,−p′ε0
√
l

p

)
=

(
p,Nk/Q(−p′ε0

√
l)

p

)
=

(
p,lp′2

p

)
= ( l

p ) = −1, ainsi p est

inerte dans K′/k, ce qui donne que P est inerte dans F1/K, ainsi F1/K est
de type (B), et de mme on montre que Q est inerte dans F2/K, ce qui donne

aussi que F2/K est de type (B). Pour F3, soit K′ = k(
√
−ε0

√
l), alors on

a KK′ = F3, NK/k(P)=p et p est non ramifi dans K′/k, ainsi pour montrer
que P est inerte dans F3/K, il suffit de montrer que p est inerte dans K′/k
(thorme de translation) et pour cela on calcule le symbole du reste normique(

p,−ε0
√
l

p

)
. En utilisant la proposition 5.3, on a p ∈ Q est inerte dans k/Q

et ε0
√
l ∈ k, ainsi

(
p,−ε0

√
l

p

)
=

(
p,Nk/Q(−ε1

√
l)

p

)
=

(
p,l
p

)
= ( l

p ) = −1, ainsi p

est inerte dans K′/k, ce qui donne que P est inerte dans F3/K, et de mme on
montre que Q est aussi inerte dans F3/K, d’o PQ est norme dans F3/K, ainsi
F3/K est de type (A), et en utilisant le thorme 2.3, le groupe G2 est isomorphe
Qm (m > 3).

Corollaire 5.14. Soient K = k(

√
−pp′ε0

√
l) et F3 = K(

√
pp′) avec (pl ) =

(p
′

l ) = −1, alors C2,F3
est cyclique d’ordre h2(F3) = 2QK0

h2(pp
′) où et K0 =

Q(
√
l,
√
pp′).
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Proof. Comme l’extension F3/K est de type (A), alors, d’aprs [16], le 2-groupe
de classes de F3 = K(

√
pp′) est cyclique. Comme F3/k est une extension

biquadratique normale de groupe de Galois de type (2, 2), de sous-extensions

quadratiques K, K′ = k(
√
−ε0

√
l) et K0, alors, d’aprs la proposition 5.2, on

trouve que

h2(F3) =
1

2
q(F3/k)h2(K)h2(K′)h2(K0),

ceci car d = 2, κ = 1, v = 0. Or on a h2(K) = 4, h2(K′) = 1 (voir [10]) d’aprs
[22] h2(K0) =

1
4QK0h2(l)h2(pp

′)h2(lpp
′), et comme h2(2) = 1 et h2(lpp

′) = 4,
donc h2(K0) = QK0h2(pp

′), ainsi h2(F3) = 2q(F3/k)QK0h2(pp
′) et d’aprs le

thorme 4.15, K0 et F3 on mme SFU donc q(F3/k) = 1, d’o le rsultat.

Remarque 5.15. Soient K = k(

√
−pp′ε0

√
l) avec (pl ) = (p

′

l ) = −1 et K0 =

Q(
√
l,
√
pp′), alors |G2| = 4QK0h2(pp

′).

5.6 Cas où l ≡ 5 mod 8, n = 2p avec (pl ) = −1

Dans ce cas K(1)
2 = K(∗) = K(

√
p,
√
2), donc ses sous-corps quadratiques sur K

sont F1 = K(
√
p), F2 = K(

√
2) et F3 = K(

√
2p) et ce cas se traite de la même

manière que le cas où l ≡ 5 mod 8, n = pp′ avec (pl ) = (p
′

l ) = −1 et on a

Thorme 5.16. Soient K = k(

√
−2pε0

√
l) avec (pl ) = −1 et K0 = Q(

√
l,
√
2p).

Alors:

1. Si QK0 = 1, alors les quatre classes de C2,K capitulent dans F3 et dans
chaque Fi pour i ∈ {1, 2}, deux classes seulement de C2,K capitulent et
G2 est didral d’ordre 2m (m ≥ 3).

2. Si QK0 = 2, alors dans chaque extension Fi, i ∈ {1, 2, 3}, il existe ex-
actement deux classes de C2,K qui capitulent et G2 est quaternionique
d’ordre 2m avec m > 3.

Remarque 5.17. Soit K = k(

√
−2pε0

√
l) avec (pl ) = −1, alors |G2| =

4QK0h2(2p) o K0 = Q(
√
l,
√
2p).

5.7 Cas où l ≡ 5 mod 8, n = 2q avec ( ql ) = −1

Dans ce cas K(1)
2 = K(∗) = K(

√
−q,

√
−2), donc ses sous-corps quadratiques

sur K sont F1 = K(
√
−q), F2 = K(

√
−2) et F3 = K(

√
2q).
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Thorme 5.18. Soit K = k(

√
−2qε0

√
l) avec ( ql ) = −1, alors, les quatre

classes de C2,K capitulent dans chacune des extensions Fi pour i ∈ {1, 2, 3} et
G2 est ablien.

Proof. Comme F3/k est une extension biquadratique normale de groupe de

Galois de type (2, 2), de sous extensions quadratiques K, K′ = k(
√
−ε0

√
l) et

K0 = Q(
√
l,
√
2q), alors d’aprs la proposition 5.2, on trouve que:

h2(F3) =
22−1−2−0q(F3/k)h2(K)h2(K′)h2(K0)

h2(k)
2 .

D’aprs [22] on a h2(K0) =
1
4QK0h2(l)h2(2q)h2(2lq), suivant le thorme 4.13 on

a QK0 = 2 et d’aprs [15], on a h2(2q) = 1 et h2(2lq) = 2, donc h2(K0) =
1. Puisque h2(k) = 1, h2(K) = 4, d’aprs [10], h2(K′) = 1, alors h2(F3) =
2q(F3/k).
Montrons que q(F3/k) = 1, en effet, soient ε0 (resp. ε2, ε3) l’unit fondamentale
de Q(

√
l) (resp. Q(

√
2q), Q(

√
2lq)), alors, d’aprs le thorme 4.13, {ε0, ε2,

√
ε3}

est un SFU de K0 et de F3, et d’aprs le corolaire 4.2, {ε0} est un SFU de
K et de K′, alors EKEK′EK0 = EK0 , ainsi q(F3/k) = [EF3 : EK0 ] = 1, ce qui

donne que C2,F3 est cyclique d’ordre 2, et comme K(1)
2 /F3 est une extension

non ramifie, alors F3 et K(1)
2 ont mme 2-corps de classes de Hilbert savoir

K(2)
2 or h2(F3) = 2, donc K(2)

2 = K(1)
2 , ainsi G2 ≃ Z/2Z × Z/2Z et les quatre

classes de C2,K capitulent dans chacune des extensions Fi/K (i=1,2,3).

5.8 Cas où l ≡ 5 mod 8, n = q avec ( ql ) = −1

Dans ce cas K(1)
2 = K(∗) = K(

√
−q,

√
−1), donc ses sous-corps quadratiques

sur K sont F1 = K(
√
−q), F2 = K(

√
−1) et F3 = K(

√
q).

Thorme 5.19. Soit K = k(

√
−qε0

√
l) avec ( ql ) = −1, alors, les quatre classes

de C2,K capitulent dans chacune des extensions Fi, (i = 1, 2, 3), et G2 est
ablien.

Proof. Même raisonnement que dans la preuve du théorème 5.18.

6 Exemples numériques
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K | ker j1| | ker j2| | ker j3| G2

Q(
√
−3 · 11(2 +

√
2)) 4 4 4 Z/2Z× Z/2Z Théorème 5.4

Q(
√
−5 · 37(2 +

√
2)) 2 2 4 D3 Théorème 5.5

Q(
√
−5 · 13(2 +

√
2)) 2 2 2 Q4 Théorème 5.5

Q(
√
−5 · 11(2 +

√
2)) 2 2 2 Qm Théorème 5.7

Q(
√
−5 · 3(2 +

√
2)) 2 2 2 Q4 Corollaire 5.9

Q(
√
−3 · 7ε0

√
5) 4 4 4 Z/2Z× Z/2Z Théorème 5.10

Q(
√

−13 · 53ε0
√
5) 2 2 4 Dm Théorème 5.13

Q(
√

−13 · 37ε0
√
5) 2 2 2 Qm Théorème 5.13

Q(
√
−2 · 17ε0

√
5) 2 2 4 Dm Théorème 5.16

Q(
√
−2 · 13ε0

√
5) 2 2 2 Qm Théorème 5.16

Q(
√
−2 · 3ε0

√
5) 4 4 4 Z/2Z× Z/2Z Théorème 5.18

Q(
√

−3ε0
√
5) 4 4 4 Z/2Z× Z/2Z Théorème 5.19
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